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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность темы. Работа посвящена исследованиям в бурно раз­
вивающейся области теоретической информатики - теории синхронизи­
руемых конечных детерминированных автоматов. Детерминирован:н:ым 
коне"ЧН'ЫМ автоматом или просто автоматом называется тройка объек­
тов JZI = (Q, [, Ь), где Q - конечное множество состояний, [ - конечный 
нходной алфавит, Ь : Q х [ -1 Q - нсюду определенная функция пере­
ходов автомата. Функция переходов естественным образом продолжается 
до отображения (также обозначаемого через б) из Q х Г в Q, где через 
r·' как обычно, обозначается множество всех слов над алфавитом r. 
Автомат JZI = ( Q, [, Ь) называется синхронизируемым, если суще­
ствует слово w Е r•, переводящее его в состояние, зависящее только от 
слова w и не зависящее от того состояния автомата, в котором w было 
применено. В символах это свойство выражается равенством б(р, w) = 
б(q, w) для всех р, q Е Q. Любое слово с таким свойством называется 
синхронизирующим для автомата JZI. 
Синхронизируемый автомат - это прозрачная, и в то же время доста­
точно адекватная математическан модель дискретной управлнемой систе­
мы, описывающая важную для приложений ситуацию, когда необходимо 
восстановить контроль над системой, текущее состояние которой неизвест­
но. Синхронизируемые антоматы нашли широкое применение R различных 
прикладных областях: в промышленной роботике при проектировании ме­
ханизмов для ориентации, сортировки и установки деталей на сборочном 
конвейере [16, 17], в тестировании электронных схем как на физическом 
уровне, так и на уровне спецификаций и протоколов [10], в тестирова­
нии программного обеспечения [7]. Теоретическая мотивация к изучению 
синхронизируемых автоматов происходит из таких областей математики 
и информатики, как многозначная логика [15], символическая динамика 
[4J, теория кодирования [6], теория подстановочных систем \11]. Подроб­
нее о различных применениях синхронизируемых автоматов см. недавние 
обзоры [21, 28]. 
Теория синхронизируемых автоматов в последние несколько лет при­
влекает большое внимание ученых: ведутся исследования в научных цен­
трах по всему миру, публикуется большое количество работ по данной те­
матике, проводятся семинары и конференции. Тем не менее, в этой теории 
остаетсн значительное количество открытых вопросов. Одним из главных 
таких яопросон ямяется спранедлиность так назынаемой гиnотезЪL Чер­
ни, которая остается недоказанной и неопровергнутой уже более 45 лет. 
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В 1964 году Черни /8] указал серию синхронизируемых n-автоматов 
с длиной кратчайшего синхронизирующего слоRа раRной ( n-1 )2 . Немного 
позднее он высказал предположение, что автоматы из этой серии реализу­
ют наихудший в смысле скорости синхрони::~ации случай, т. е. что каждый 
синхронизируемый n-автомат может быть синхронизирован словом дли­
ны не более (n - 1 )2 . Это предположение и получило название гипотезы 
Черни. Несмотря на простоту формулироRки и длинную историю попыток 
доказательства гипотезы, наилучшей верхней оценкой длины кратчайше­
го синхронизирующего слова произвольного n-автомата явш1ется оценка 
порядка 8(n3 ). Трахтман 127] в 2011 году показал, что указанная длина 
n(7n2+6n-16) не превосходит 48 
Одной и::~ трудностей, с которой сталкиваются специалисты, ::~анима­
ющиеся гипотезой Черни, является дефицит примеров медленно синхро­
н:изируем'Ьl.х автоматов, т. е. автоматов с длиной кратчайшего синхрони­
зирующего слова порядка n2 + O(n), где n - число состояний. Более 40 
лет единственной известной бесконечной серией с таким свойством была 
серия, построенная Черни, а кроме нее было известно только несколько 
отдельных примеров автоматов с числом состояний от З до 6, у которых 
длина кратчайшего синхронизирующего слова была такой же, как у авто­
мата из серии Черни с тем же число::-.1 состояний /13, 19, 26]. В условиях, 
когда число примеров крайне ограничено, трудно было подвергать про­
верке различные предположения и допущения, возникавшие при поисках 
подходов к гипотезе Черни. Именно поэтому история исследований в дан­
ной облR.Сти богн.тн. «Ложными следами» - вспомогательными гипоте:зн.ми, 
которые сперRа казались перспектиRными, но по прошестRии некоторо­
го времени опровергались. Исходя из сказанного, представляется весьма 
естестRенной задача построения новых бесконечных серий мед­
ленно синхронизируемых автоматов. 
То, что примеры медленно синхронизируемых автоматов окн.зались 
столь редкими, приводит к предположению, что типичные, «средние» син­
хронизируемые автоматы (в частности, автоматы, возникающие в прило­
жениях) синхронизируются значительно быстрее, чем автоматы из серии 
Черни. Это предположение подтверждается результатами вычислитель­
ных экспериментов, которые показывают, что взятый наугад автомат с 
вероятностью, очень близкой к 1, синхро,~!:ЕЗ,JJ на которо­
го ::~начительно меньше числа cocтo~~.1(fi4;',~~;:r~.::."1~8oil~ ние длины 
'· .. ,\\IJ."-' 1lн 0 \, • (' кратчайшего синхронизирующего слоRа сог.nм~~~СЯ'С Щ:>R.еде ием других 
параметров конечного автомата, связан~~IХ'.~~uiw;й" к,~ нем: диа-
4 
метра, степени различимости, длины однородного эксперимента. Значение 
нсех этих параметрон для почти нсех антоматон сущестненно отличается 
от оценки сверху (см., например, обзор [1]). Мы будем говорить, что какое­
то свойство выполнено дл>1 nо'Чти всех автоматов, если дол>~ автоматов 
с n состояниями, для которых оно выполняется, среди всех автоматов n 
состшшю1ми стремите>1 к 1 при n ---+ оо. Если с1юйст1ю выполнено дш1 по­
чти нсех антоматон, будем также гонорить, что оно ныполняется с высокой 
вероятностью. Изложенные выше обсто>1тельства делают актуальными 
задачу исследования синхронизируемости конечных автоматов 
в среднем случае и задачу оценки наиболее вероятной длины 
кратчайшего синхронизирующего слова. 
Хигrинс (см. монографию [12]) показал, что математическое ожида­
ние дефекта отображения n-элементного множества в себя, выбранного 
равномерно случайно из множества всех таких отображений, стремится к 
~при n ~ оо. Применив схожие рассуждения, можно получить, что дис-
персия этого дефекта стремится к n!:.z1J. Отсюда вытекает, что с высокой 
вероятностью дефект случайного отображения (а значит и дефект буквы 
в случайном автомате) имеет порядок 8(n). Таким образом, в случайном 
автомате почти наверняка найдется буква достаточно большого дефекта. 
Поэтому, в свете задачи изучения синхронизируемости в среднем случае, 
можно также сформулировать задачу изучения синхронизируемости 
автоматов с буквой большого дефекта и задачу оценки длины 
кратчайшего синхронизирующего слова для таких автоматов. 
Целью работы является получение новых результатов в рамках каж­
дой из выше сформулированных задач, а именно: 
1. построение бесконечных серий медленно синхронизируемых анто­
матов; 
2. оценка длины кратчайшего синхронизирующего слова автоматов 
с буквой большого дефекта; 
3. исследование синхрони::!ируемости случайных автоматов. 
Методы исследования. В работе применяются как классические ме­
тоды исследования из различных областей математики: теории автоматов, 
теории вероятностей, теории графов и теории случайных процессов, так и 
некоторые методы, по-видимому, впервые примененные в теории синхро­
НИ::!Ируемых автоматов. Так, при оценке длины кратчайшего синхрони::!и­
рующего слона используется теоретико-играной подход. Граф антомата н 
рамках данного подхода является полем некоторой игры. Состояния авто-
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мата в игре покрыты монетами, которые в процессе игры перемещаются 
моль стрелок антомата. При доказательстне оснонных результатон рабо­
ты используются два варианта таких игр. В дальнейшем предложенный 
метод нашел применение в работах других авторов, например, [2]. При 
работе со случайными автоматами применяется теорема Вормальда 129), 
котораи по:.нюш:1ет :Jаменить веронтностный анали:J комбинаторного алго­
ритма решением детерминиронанной системы дифференциальных уранне­
ний и которм ранее применялась только для доказательства результатов, 
свюанных со случайными графами [29] и задачей выполнимости [3]. 
Научная новизна. Все результаты диссертации ямяются ноными. 
Теоретическая и практическая ценность. Диссертационная работа 
носит теоретический характер. Полученные результаты могут быть ис­
пользованы в теории конечных автоматов, теории формальных языков и 
теории графов. 
Апробация результатов работы. Основные результаты диссертации 
докладывались на следующих конференциях и семинарах: 
• Семинар по словам и автоматам в составе международного симпо­
зиума "Компьютерные науки в России" WoWA'Oб (8 июня 2011 г., г. Санкт­
Петербург). 
• Международнан конференци>1 110 теории форма.Jiьных юыков DLT'Oб 
(26-29 июня 2006 г., г. Санта-Барбара, США). 
• МеждународнRЯ конференция "Авто:-.~аты: от математики к прило­
жениям" AutoMathA'09 (8-12 июня 2009 г., г. Льеж, Бельгия). 
• Русско-финский симпозиум по дискретной математике R.uFiDiM 
(21-24 сентября 2011 г., г. Санкт-Петербург). 
Ссылки на результаты диссертации присутстнуют R работах других 
я.второв: [5, 6, 9, 20, 22-25, 28J. 
Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в рабо­
тах [30-35J. Совместные работы [32-34] с Е. С. Скворцовым выполнены в 
нераздельном соавторстве. Совместные работы [30, 31] с Д. С. Ананиче­
вым и М. В. Волковым содержат два независимых результата, один из 
которых получен автором самостоятельно, второй - в нераздельном со­
авторстве. Работы [30-32] опубликованы в и:Jданинх, включенных ВАК в 
перечень научных журналон и изданий, н которых должны быть опуб­
ликованы основные результаты диссертаций на соискание ученой степени 
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доктора и кандидата наук. 
Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 
трех глав и списка литературы. Объем диссертации составляет 89 страниц. 
Библиографический список содержит 72 наименования. 
СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
Во введении обсуждается история вопроса, приводятся основные 
определения и формулируются основные результаты диссертации. 
В первой главе диссертации исследуется класс синхронизируемых 
автоматов с буквой дефекта 2. 
Пусть .fll = (Q, [, Б) - автомат с IQI ~ 3. Если буква а Е [такова, 
что преобразование множества состояний Q, порождаемое действием а, 
имеет дефект 2, то возможны в точности две следующие ситуации. 
1. Сущестнует четыре различных состояния qi, q1, qз, q4 Е Q такие, 
что 
Б(q1, а)= Б(q2, а)#- Б(qз, а)= Б(q4, а). 
В этом случае будем говорить, что а - буква-бактриан. 
2. Существует три различных состояния q 1, q1, qз Е Q такие, что 
Б(q1, а)= Б(q2, а)= Б(qз, а). 
В этом случае назовем а буквой-дромадером. 
Рис. 1 иллюстрирует введенные пою1тю1 и пш1сю1ет выбранную тер­
минологию. 
(\ (\ 
Действие буквы-бактриана Действие буквы-дромадера 
Рис. 1: Два типа букв дефекта 2 
Для буквы каждого типа построена бесконечная серия медленно син­
хрони:.шруемых автоматов. Основные ре::Jультаты главы, представш1ющие 
собой точную оценку длины кратчайшего синхронизирующего слона ан-­
томатов каждой из серий, формулируются следующим образом: 
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Теорема 1.1. Для любого не-четного n > 3 существует синхронизируе­
мый автомат !Jln с n состояниями и двумя входными буквами, одна из 
которых - букRа-бактрuан, такой, 'Что крат'Чайшее синхронизирующее 
слово для !Jln имеет длину ( n - 1 )( n - 2). 
Автомат серии с наименьшим числом состояний представлен на рис. 2. 
ь 
а 
Рис. 2: Автомат !!дs 
Отметим, что в теореме 1.1 ограничение на четность существенно. 
Если n четно, автомат подобный !!дn по-прежнему можно построить, од­
нако он не будет синхронизируемым. 
Теорема 1.2. Для любого n > 4 существует синхронизируемый авто­
мат Pn с n состояниями и тремя входными буквами, одна из которых 
- буква-дромадер, такой, -что крат-чайшее синхронизирующее слово для 
P-n 1LMeem длину ( n - 2)2 + 1. 
Автомат Pn изображен на рис. 3. 
В §1.1 приводятся необходимые определения и формулируются ос­
новные результаты главы. В §1.2 с использованием теоретико-игрового 
метода доказывается теорема 1.1, а также обсуждается точность ниж­
ней оценки, которую она доставляет. Численный эксперимент показывает, 
что для n = 5, n = 7 и n = 9 полученная оценка точна. Кроме то­
го, в §1.2 приведены полученные при помощи численного эксперимента 
автоматы с буквой-бактрианом на 6 и 8 состояниях, имеющие длинное 
синхронизирующее слово, однако построить бесконечную серию медленно 
синхрони~ируемых автоматов, их включающую, не удаетс>1. В §1.3 при-
1юдится доказательспю теоремы 1.2 R котором, как и R доказательстне 
теоремы 1.1, используется теоретико-игровой подход. Приводятся также 
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Рис. 3: Автомат ~n 
результаты численных экспериментов, в которых были найдены автоматы 
с 5 и 6 состшшю1ми и буквой-дромадером, у которых длины кратчайших 
синхронизирующих слов на единицу больше чем длины кратчайших син­
хронизирующих слов у соответствующих автоматов из серии ~n-
Во второй главе диссертации рассматриваются автоматы, имею­
щие веерную букву. 
Пусть .rd = (Q,I:,Б) - автомат с IQI ~ 3. Если буква а Е L тако­
ва, что существуют число k ~ 3 и состояния qi, qz, ... , qk Е Q такие, 
что Б(q1,а) = Б(qz,a) = ... = Б(qk 1 a), то будем называть эту букву 
k-веерной, или, без указания k, просто веерной. Коэффициент k будем 
назыnать веерностъю букны а. Дефект k-Rеерной букnы преnосходит k. 
Заметим , что определенная выше буква-дромадер является 3-веерной. 
В §2.1 строятся бесконечные серии синхронизируемых автоматов с 
n состояниями, имеющих k-веерную букву. Для каждой этих серий вы­
полннетсн соотношение n - k = const. И::Jучаютсн длины кратчайших 
синхронизирующих слов для автоматов из построенных серий . Результа­
ты §2.1 сходны между собой по сути и формулировкам, поэтому приведем 
здесь только один из них n качестnе примера: 
Теорема 2.2. Длина крат-чайшего синхронизирующего слова автомата 
j/~n, n > 6, n-не-четное, равна 2n + 4. 
Автомат j/fiВn изображен на рис. 4. 
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Доказательство теоремы 2.2 строится на анализе автомата подмно­
жестн 11~n, достижимых из множестна нсех состояний антомата. 
Рис. 4: Автомат 11~n 
В §2.2 обсуждаетDJ вопрос об экстремальности построенных серий 
на основе численных экспериментов, проведенных автором, а также ре­
зультатов численных экспериментов, проведенных Романом [18]. 
В третьей главе диссертации исследуютDJ вопросы синхронизиру­
емости случайных автоматов. 
Дадим определение случайного автомата. Рассмотрим множество со­
стояний Q и алфавит r. Выберем функцию переходов Б равномерно слу­
чайно из множества фуню\ий {Б : Q х r --+ Q}. Получившаяся трой­
ка ( Q, r, Б) определяет слу-ч.айн:ы:й (коне'Ч.НЪl.й детерминированн'Ый) ав­
томат. Следует отметить, что случайный антомат может быть построен 
следующим образом: для каждого состояния q Е Q и для каждой буквы 
а Е r выбираем сост@ние q' = Б(q, а) равномерно случайно И::! Q. 
В §3.1 формулируются известные результаты, используемые при до­
казательстве основных теорем главы, а также доказываются необходимые 
технические результаты. 
Основной результат §3.2 отвечает на следующие вопросы: какой раз­
мер входного алфавита достаточен, чтобы почти все автоматы над ал­
фавитом этого ра::~мера были синхронюируемы, и какой будет наиболее 
нероятная длина кратчайшего синхронизирующего слона для таких анто­
матов, и формулируется следующим образом: 
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Теорема 3.3. Пусть .(# = ( Q, r, Б) - еду'Ч.айнъ~й автомат такой, 'Что 
IQI = n, l!:I ~ 72 ln n. Тогда А синхронизируем с высокой вероятно­
стъю. Более того, длина краm'Ч.айшего синхронизирующего слоRа этого 
автомата с высокой вероятностью меньше -чем 3n2 ln n. 
В осноRе доказательстRа этой теоремы лежит следующая идея: рас­
сматривается алгоритм на конечном автомате и паре его состояний, котсr 
рый либо возвращает слово, приводящее данную пару состшший в одно, 
либо завершается неуспехом; затем оценивается вероятность, с которой он 
завершается успешно, и длина построенного им слова. Завершает доказа­
тельство применение неравенства Буля по всем n 2 парам состояний. 
Полученная верхняя оценка на размер алфавита, вероятнее всего, за­
вышена, поскольку экспериментальные данные показывают, что уже над 
двухбуквенным алфавитом почти все автоматы синхронизируемы. Однако 
на сегодняшний день оценка из теоремы 3.3 - это наилучший из известных 
теоретический ре;:~ультат в ука.::Jанном на11рав;1ении. 
В §3.3 решается такой Rопрос: какой ра.::Jмер нходного а.пфанита дсr 
статочен, чтобы почти все автоматы над алфавитом этого размера были 
синхронизируемы и удовлетворяли гипотезе Черни. Условия задачи уже­
сточаются относительно предыдущего параграфа, соответственно, полу­
чается больший размер алфавита. 
Теорема 3.4. Пусть sd = ( Q, r, Б) - слу·ч.айнъ~й автомат такой, -что 
IQI = n, l!:I > n 1/2+E дл.я некоторой константы € > О. Тогда .rd син­
хронизируем с высокой вероятностью. Более того, длина крат-чайшего 
синхронизирующего слова этого автомата с высокой вероятностью не 
превышает n(n - 1 )/2. 
Основу доказательства теоремы 3.4 составляет доказательство двух 
следующих лемм. 
Лемма 3.11. Пусть Jd = (Q,{a, Ь}, Б) - слу'Ч.айный автомат над двух­
буквеннЪLМ алфавитом, х Е Q. Тогда существует константа r, О < r < 
< 1, такая, -что дл.я достатО'ЧНО больших n вероятность того, -что дл.я 
каждого состояния q Е Q существует слово Wq-.x Е {а, Ь}*, удовлетво­
ряющее условию qwq_,x = х, больше r. 
Лемма 3.12. Пусть .rd = ( Q, !:, Б) - слу'Чайный автомат такой, -что 
IQI = n, l!:I = n~, f3 > 0.5. Пусть !:1,!:2 - слу-чайная пара множеств 
таких, -что r 2 !:1 u !:2, !:1 n !:2 = !ZJ, 1r11=1r21 =па для действитель­
ного -числа сх такого, 'Что 0.5 < сх < f3. Тогда с высокой вероятностъю 
множество троек (а, Ь, q), а Е r 1, Ь Е !:2, дл.я которых выполняется 
qa=qb=q, (1) 
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содержv.т более n 2a:-l /2 элементов. 
Результат леммы 3.11 можно переформулировать в терминах задачи 
распространения инфею~ии по дугам ориентированного графа. Мы пока­
зали, что если в ориентированном графе, обратном графу двух случай­
ных отображений, одна особь (нершина) :Jаражена некоторой инфекцией, 
то вся популяция (множество всех вершин) будет заражена с конечной 
веро>1тностью. Кон.е'Ч.11.оt'i. мы называем веро>1тность, ограниченную сни:Jу 
некоторой положительной константой при n--+ оо. 
В доказательстве леммы 3.11, также как и в доказательстве теоре­
мы 3.3, используется некоторый алгоритм на графе. Мы рассматриваем 
алгоритм, который на каждом шаге либо находит новое состояние q Е Q, 
для которого существует слово Wq-;x Е {а, Ь }*, либо завершается неуспе­
хом. Для данного алгоритма мы оцениваем вероятность того, что он про­
работает n-1 шаг. Оценка данной вероятности разбивается на три этапа, 
на каждом из которых используется своя техника доказательства: 
1. Для оценки нероятности того, что алгоритм не занершится неуспе­
хом в начале, проработав не более 0.1 n шагов, используется анализ дан­
ного алгоритма как модификации процесса Гальтона-Ватсона. 
2. Вероятность того, что алгоритм, проработав 0.1 n шагов, успешно 
проработает до О.9n-го шага, оценивается при помощи теоремы Вормаль­
да. 
3. Для оценки вероятности того, что проработав 0.9n шагов, алго­
ритм успешно проработает n-1 шаг, применяются комбинаторные методы 
теории графов. 
Отметим, что во всех докюательствах условие, что алгоритм рас­
сматривается не на всей области определения, а только на ее участке, 
.>1вл.>1етс.>1 существенным. 
В §3.4 мы наоборот смягчаем условия и ставим следующий вопрос: 
какой размер входного алфавита достаточен, чтобы автомат с n состо­
яниями на,ц алфавитом этого размера был синхронизируем с конечной 
вероятностью. 
Теорема 3.5. Существует кон.стан.та Ро > О такая, -что для любого n 
слу'Ч.айн.ъLй автомат sz1 = ( Q, r., Ь) с 1 QI = n, III = 4 сtтхрон.изируем с 
вероятн.остъю болъше Ро· 
Таким образом, в отличие от предыдущих результатов о синхрони­
зации случайных автомата, размер алфавита здесь является константой. 
Иде>1 докюательства данной теоремы аналогична идее докюатель­
стна теоремы 3.3 за исключением того, что длина полученного слона н 
данном случае не оцениваетс.>1. 
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0СНОВНЬIЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДИССЕРТАЦИИ 
На защиту выносятся следующие научные результаты. 
1. Рассмотрен класс автоматов с буквой дефекта 2. Для каждого из 
двух вшможных типов букв дефекта 2 построена бесконечна.J.f сери}:( мед­
ленно синхронизируемых антоматон с букной такого типа, нычислена дли­
на кратчайшего синхронизирующего слова ДЛ}:( автоматов из этих серий, 
проведены численные эксперименты дли исследовании экстремальности 
построенных примеров. 
2. Рассмотрен класс автоматов с веерной буквой. Построены беско­
нечные серии автоматов с веерной буквой большого дефекта, вычислена 
длина кратчайшего синхронизирующего слова для автоматов их этих се­
рий, проведены численные эксперименты для псследования экстремаль­
ности построенных примеров. 
3. Доказано, что случайный автомат над алфавитом из 72 ln n букв 
синхронизируем с высокой вероятностью словом длины 3n2 ln n. 
4. Доказано, что случайный автомат над алфавитом из n 1/2+€ букв 
синхронизпруем и удовлетворяет гипотезе Черни с высокой вероятностью. 
5. Доказано, что случайный автомат над четырехбуквенным алфа­
витом синхронизируем с конечной веро}:(тностью. 
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